Introduccion a la Verificacion
Formal

Clase 2-04/09/2025



cCual es el tipo de printf?

printf “%s\n” : string -> unit
printf “%d\n” : int -> unit
printf “%d + %d = %f\n” : int -> int -> float -> unit

Entonces printf : string -> ..?



Tipado simple

T-ABs-ST T-Aprp-ST
z:the : s I'f:t—s I'Fe @t
tu=c|t—1
F'EMz:t)e) : t—s L'k fe: s

* Tipado en STLC
* Los tipos son cerrados: no dependen del contexto I'
eSif : t -> s,entonces ¥ e debetenertipos



Sistema F: polimorfismo parameétrico

T-ABSs T-Aprp
Nr:thke : s '-f:t—s I'Fe : t
t=X|ce|t—>1t|VXH
F'E(Mz:t)e) : t—s 'k fe : s
T-TABS T-TApp
[XFe: s I'Fe : VX1 I'EA : Type
' (AX.e) : VX.s 'FeA : t{A/X]

* Algo de “dependencia”: los téerminos pueden depender de tipos
* a.k.a. polimorfismo, y en este caso es parameétrico

* Los tipos ahora tienen variables ligadas \

e Deben estar bien formados Wadler 1989 — Theorems for Free!

* Dos “tipos” de aplicacion y abstraccion
* Sintaxis distinguida


https://www2.cs.sfu.ca/CourseCentral/831/burton/Notes/July14/free.pdf
https://www2.cs.sfu.ca/CourseCentral/831/burton/Notes/July14/free.pdf
https://www2.cs.sfu.ca/CourseCentral/831/burton/Notes/July14/free.pdf
https://www2.cs.sfu.ca/CourseCentral/831/burton/Notes/July14/free.pdf

Sintaxis uniforme para expresiones y tipos

Tlpado dependlente /

=z |c|(a
t — t’ es azucar para (z :t) -t con x ¢ FV(t
I

X puede apareceren s

T-ABs-DEpP ‘f T-Aprp-DEP
C,x:the : s CHf:(x:t)—s I'Fe :t
' (Az:t)e) : (x:t) —s 'k fe : sle/x] » Sustitucién por el argumento real

* En tipado dependiente, los tipos pueden depender de valores
* Yavimos algunos ejemplos encubiertos:

val incr''': (x:nat) -> y:int{y = x+1}

let incr''" (x:nat) : y:int{y = x+1} = x+1




Polimorfismo en F*

« Como en otros lenguajes con tipos dependientes, las funciones polimorficas
son simplemente funciones que toman un tipo como argumento

val id : (a:Type) -> a -> a

assert (id int 42 == 42)
assert (id string "hola" "hola")

assert (id Type string == string)
assert (id (id Type StPing) "hola" == "hola")




Al margen: terminologia

[I,.4B
(x:A)— B
II(z: A)B(x)

“Producto dependiente” (funcién dependiente, flecha dependiente, tipo II)

Bool - A =@ Ax A
Nat >4 =2 AxAx---xA
H:C:Nat-A(-fC) = A(O) XA(].) X o XA(T),) R

“Suma dependiente” (par dependiente, tupla dependiente, tipo X)

Bool x A
Nat x A

ZJ:c:N.ﬁ_ﬂ:/il(ffE)

A+ A
A+A+-+A
A0) + A1) + -+ A(n) + -

e 11112



(demo)



\» e

AND NOW FOR SOMETHING
COMPLETELY DIFFERENT




Logica formal

* Presentacion “a la Gentzen”
* Hipotesis “a descargar”

* Reglas de introduccion y eliminacion

 Una prueba es una derivacidn correcta
de una proposicion

* “Formal”: las pruebas pueden
chequearse mecanicamente

— -INTRO
A
B
A= B

A-INTRO
A B

ANDB

A-ELIM-L
ANDB

A

A-ELIM-R
ANDB

B




Logica formal - Secuentes

* Secuentes: explicitan las hipotesis

* Prop de Eliminacion de cortes:

e Corte: introduccion seguida de
eliminacidn para un mismo conectivo

* Toda prueba puede simplificarse a una
prueba sin cortes
* Todo corte puede reducirse, eso €s
trivial
* ;Elproceso termina?

e Si, Gentzen demostrd que si se toman los
cortes mas externos, siempre termina

AX —= -INTRO
I'AF B
LA A '-A = B
— -HELIM
'rA —= B ' A
I'=nB
A-INTRO A-ELIM-L A-ELIM-R
' A I'B I'EAAB I'EAAB
I'EAANB r-A '-nB
[FFA - A]
| | :
'rA = B :
I'B r-'nB

Girard 1987 — “Una ldgica sin eliminacion de
cortes es como un auto sin motor”



AX — -INTRO
I'NAFB
F,,A,I"FA I''-rA — B

—> -ELIM
I''-rA =—= B I'A

I'-B
A-INTRO A-ELIM-L A-ELIM-R
I'HA ' B I'-AAB I'HFAAB
I'-AAB I'A I'-B

V-INTRO-L V-INTRO-R V-ELIM
I'-A I'HB I'-Av B INAFC
I'-AvV B I'-Av B I'=cC

I''BFC

ELiv
= 1

A

T-INTRO 1-
I

I'ET

=
T



(PD: Consistencia)

e ;:COmo se demuestra que la logica es consistente?
* i.e.tiene al menos una prop P tal que no ocurre | P

* 1. Se demuestra que la logica tiene la propiedad de eliminacion de
cortes

* Esta es la parte dificil, en general por mostrar que el procedimiento
termina
* 2. No hay pruebas sin cortes de Falso

 Una prueba sin cortes tiene que terminar con una introduccion
* Entonces esto es trivial, porgue falso no tiene introducciones. }7/ J_



Correspondencia Curry-Howard

* a.k.a. “propositions as types”

AX = -INTRO AX —-INTRO
LA+ B ['z:AFe: B
F.A,Ffl_A F}_A=>B F.’E:AF F'L‘A FF(ATC)A—)B
—y _ELIM —-ELIM
- I'Ef:A— B I'Fe: A
'-A— B TFA / ‘
' fe: B
I'-RB
X -INTRO x-ELIM-L x-ELIM-R
A-INTRO A-ELIM-L A-ELiM-R 'z:A T'hFy:B I'kp:AxB I'AxB
kA4 TPB T'EFAAB  T'EFAAB TF (z,9): Ax B TFfstp:A Thsndp:B
I'FAAB I'A I'B

Relacionado: interpretacion Brouwer-Heyting-Kolmogorov de logica intuicionista



p:AXxBFp:AXB p:AxBFp:AXB

Curry_HOward p:Ax BlFsndp:B p:AxBkFfstp: A

p:Ax BF (snd p,fstp) : Bx A
- Ap.(snd p,fst p) : AxB—Bx A

* Tomamos una proposicion (tipo) P
como cierta si existe un habitante de P

* Las pruebas son programas, reducen Ax BFAXxB Ax BFAx B
y tienen contenido computacional Ax BF B Ax BE A
* Unapruebade A\/ B decide cual caso vale Ax BEBx A
* Cuando tengamos existenciales: son ~ A< B> Bx A

programas que computan un testigo

ANBFANANB ANBFANANB
ANBFB ANBFA
AANBEFEBAMNA
~AANB — BAA




p:AXxBFp:AXB p:AxBFp:AXB

Curry_HOward p:Ax BFsndp:B p:AxBFfstp: A
p:Ax BF (snd p,fstp) : Bx A
» Eltérmino codifica la prueba = Ap.(snd p,fst p) : AXxB—=BxA

» Sieltipado es dirigido por sintaxis, es
inmediato construir un tipado para un
término dado

 Chequear una prueba es facil = chequear el

Ax BFAXxB Ax BFAXxB

tipo de un término es facil Ax B+ B Ax B A
* Encontrar una prueba es dificil = encontrar
un habitante de un tipo es dificil Ax BFBx A
* Es un principio general, hay una FAxB—>BxA

correspondencia para cada logica
 STLC = Ldégica proposicional
 System F = Logica de segundo orden
* Tipado dependiente (tipos dependen de

ANBFANANB ANBFANANB

valores) = Logica de predicados ANBF B ANBE A
* Tipado dependiente + polimorfismo = logica
de alto orden ANBEFBAA

" Ymas.. ~AAB = BAA



Correspondencia Curry-Howard (2)

* La correspondencia se extiende a la simplificacion de pruebas
Tipo = proposicion o predicado

* Prueba = programa/algoritmo

e “cut-elimination” de la implicancia = beta-reduccion

e “cut-elimination” de pares = reduccion de proyecciones ( fst (x,y) ~> x)
* Prueba en forma normal = término en forma normal

* La loégica tiene eliminacion de cortes = el lenguaje es débilmente
n O rm a llza nte (en general... hay casos borde)

T, AF A

' A .
'-A — B :

I'-nB I'-" B

"Propositions as Types" by Philip Wadler - YouTube



https://www.youtube.com/watch?v=IOiZatlZtGU
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Intuicionismo / constructivismo

* Para capturar la logica clasica, nos falta una regla importante

I'FAV-A

* En l6gica intuicionista, se rechaza este axioma

* Implicaria un procedimiento de decision para cada prop A (en légicas suf.
expresivas contradice a Godely Turing a la vez)

* No tiene interpretacion computacional
* Rompe propiedadescomo (FAVvB) = (FA)V (- B)
* Hay mas axiomas clasicos, muchos son equivalentes

* Notoriamente la eliminacidén de doble negacion: ——4 — A
e Otros: ver practica



Prueba no constructivas

Veamos un ejemplo. Ezisten irracionales
a y b, tales que a’ es racional.
Demostracion (por el absurdo): conside-

remos \/5\/§ Por el principio del tercero
excluido, este nimero sera racional o irra-
cional. En el primer caso, basta tomar a =
b = v/2: en el segundo caso, basta tomar

V2
a:ﬁﬂyb:\/ﬁ,puesﬁﬂ = 2.

La demostracion es impecable, pero no

. V2 .
sabemos si v/2"~ es racional o no.

De la charla “Continuaciones: La
Venganza del Goto” de Guido
Macchi, JCC 2007



(demo)



Pureza / totalidad

* En un lenguaje de programacion, ;por gué no podemos demostrar
cualquier P mediante recursion?

let rec prueba () : p = prueba ()
let prueba () : p = let x = 1/0 in ..
let prueba () : p = raise “©”

* En la presencia de efectos (no terminacion, parcialidad, excepciones,
etc), la correspondencia se rompe. En general, sOlo vale para lenguajes
puUros

* En F* tenemos definiciones purasy efectuosas
* El sistema de efectos se encarga de separar las efectuosas del fragmento puro
* Implica chequear terminacion, completitud de pattern match, etc...



Tareas

e Completar Clase02.fst
* Leer capitulos 3y 6

e Otras fuentes:

* "Propositions as Types" by Philip Wadler - YouTube

» Cayenne —a language with dependent types (Augustsson 1998)

* Eltipo de printf: printf* (fstarlang.github.io)

* Continuations and Logic.pdf (cmu.edu)

* Guido Macchi - Continuaciones la Venganza del Goto (JCC 2007)
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